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Ingat Derivatif/ Turunan fungsi berikut :

1.   Jika F(x) = ex            F’(x) = ex

2.   Jika F(x) = ln x       F’(x) =   1 x

Integral merupakan invers (kebalikan) dari turunan. Jika turunan dari F(x) adalah f(x)
maka integral dari f(x) adalah F(x) dan ditulis :

f(x) dx = F(x)                    (lambang dx berarti pengintegralan berdasar variabel bebas x)

A.   INTEGRAL TAKTENTU

Perhatikan ilustrasi berikut :
Jika F(x) = 2x + 4       maka    F’(x) = f(x) = 2
Jika F(x) = 2x – 9       maka    F’(x) = f(x) = 2
Jika F(x) = 2x + 30    maka    F’(x) = f(x) = 2
Jika F(x) = 2x + k       dengan k sembarang konstanta                maka    F’(x) = f(x) = 2

Dengan langkah terbalik diperoleh :

 2 dx = 2x + k                   dengan k sebuah konstanta yang nilainya belum dapat ditentukan

Secara umum didapatkan bahwa       f(x) dx = F(x) + k            disebut  integral taktentu.

Ada beberapa Kaidah Integral Taktentu :
1.    a dx = ax + k                   (a sembarang konstanta) Contoh :
a.     3 dx = 3x + k
b.    –7 dx = –7x + k c.     29 dx = 29x + k

2.	ax ndx =   a   xn1  k n  1

Contoh :
a.    x2 dx



b.    10x 4 dx



    1    x21   k
2  1
=  1 x3  k
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   10   x 4 1  k
4  1
=  10 x5  k
5
= 2x5  k


3.    a . f(x) dx = a f(x) dx
Contoh :
10 x 4   dx

=  10 x 4  dx
=  10 .   1    x 4 1  k
4  1
= 10 .  1 x5  k
5
= 2x5  k
4.    f(x)  g(x)  dx = f(x) dx  g(x) dx
Contoh :
(6x 2  8x) dx



APLIKASI INTEGRAL TAKTENTU DALAM BIDANG BISNIS DAN EKONOMI

Pendekatan integral tak tentu dapat diterapkan untuk mencari persamaan fungsi total apabila persamaan fungsi marjinalnya diketahui. Karena fungsi marjinal merupakan turunan dari fungsi total maka dengan proses terbalik (integrasi) dapat diperoleh fungsi total jika diketahui fungsi marjinalnya.

1.   Fungsi Biaya

Biaya Total TC = f(Q)               biaya marjinal MC = TC’ = f’(Q)
Dengan demikian, Biaya Total  (TC) merupakan integral dari Biaya Marjinal (MC) yaitu :



Contoh :

TC =  MC

dQ  f '(Q ) dQ

Biaya marjinal suatu perusahaan diketahui MC = 3Q2 – 6Q + 4
Jika diketahui biaya tetapnya adalah 4, tentukan :
a.    Persamaan biaya total
b.   Persamaan biaya rata-rata
c.    Besarnya biaya total dan biaya rata-rata jika diproduksi sebanyak 5 unit.

Penyelesaian :
a.    TC = MC dQ
TC =  (3Q2 – 6Q + 4) dQ TC = Q3 – 3Q2 + 4Q + k

Konstanta k tak lain merupakan biaya tetap yang diketahui sebesar 4. Sehingga
TC = Q3 – 3Q2 + 4Q + 4

b.   AC = TC Q
3          2
AC =  Q   3Q   4Q 4
Q

AC = Q 2

 3Q  4   4
Q
c.    Untuk Q = 5 unit maka
TC = Q3 – 3Q2 + 4Q + 4          = (5)3 – 3(5)2 + 4(5) + 4
= 125 – 75 + 20 + 4
= 74                                                  Jadi biaya total = 74
AC = Q 2

 3Q  4   4
Q

= (5)2

– 3(5) + 4 +  4
5
= 25 – 15 + 4 + 0,8
= 14,8                                              Jadi biaya rata-rata = 14,8

2.   Fungai Penerimaan

Penerimaan Total TR = f(Q)                 Penerimaan Marjinal MR = TR’ = f’(Q)
Dengan demikian, Penerimaan Total  (TR) merupakan integral dari Penerimaan Marjinal (MR) yaitu :

TR = MR

dQ  f '(Q ) dQ

Dalam penerimaan total tidak ada penerimaan tetap, sebab penerimaan tidak akan ada jika tidak ada barang yang dihasilkan atau terjual.



Contoh :
Suatu perusahaan mempunyai penerimaan marjinalnya dengan fungsi MR = 16 – 4Q Tentukan Penerimaan Total dan penerimaan rata-rata jika diproduksi sebanyak 6 unit

Penyelesaian :
Penerimaan total            TR = MR dQ
TR =  (16 – 4Q) dQ TR = 16Q – 2Q2
Untuk Q = 6 maka           TR = 16(6) – 2(6)2   = 96 – 72 = 24
Jadi jika diproduksi sebanyak 6 unit diperoleh Penerimaan total = 24

Penerimaan rata-rata  AR =  TR Q


16Q 2Q 2
                       16  2Q
Q
Untuk Q = 6 unit maka   AR = 16 – 2(6) = 16 – 12 = 4
Jadi jika diproduksi sebanyak 6 unit, penerimaan rata-ratanya = 4

3.   Fungsi Utilitas

Utilitas Total      TU = f(Q)                     Utilitas Marjinal = MU = TU’ = f’(Q)
Dengan demikian, Utilitas Total (TU) merupakan integral dari Utilitas Marjinal (MU) yaitu :

TU = MU

dQ  f '(Q ) dQ

Sama halnya dengan Penerimaan total, Fungsi Utilitas Total tidak terdapat Utilitas Tetap karena tidak akan ada kepuasan atau utilitas yang diperoleh seseorang jika tidak ada barang yang dikonsumsi.

Contoh :
Tentukan persamaan Utilitas Total jika diketahui Utilitas Marjinalnya MU = 90 – 10Q. Tentukan pula Utilitas
total jika diproduksi sebanyak 11 unit.
Penyelesaian :
Utilitas Total      UT = MU dQ
UT =  (90 – 10Q) dQ UT = 90Q – 5Q2
Untuk Q = 11 unit maka               UT = 90(11) – 5(11)2
UT = 990 – 605 = 385
Jadi jika diproduksi sebanyak 11 unit diperoleh utilitas total = 385

4.   Fungsi Produksi

Produksi Total   P = f(X)                dimana P = keluaran dan X = masukan
Produk Marjinal MP = P’ = f’(X)

Produk Total merupakan Integral dari Produk Marjinal



Contoh :  Penyelesaian :
Penerimaan total            TR = MR dQ
TR =  (16 – 4Q) dQ TR = 16Q – 2Q2
Untuk Q = 6 maka           TR = 16(6) – 2(6)2   = 96 – 72 = 24
Jadi jika diproduksi sebanyak 6 unit diperoleh Penerimaan total = 24

Penerimaan rata-rata  AR =  TR Q


16Q 2Q 2
                       16  2Q
Q
Untuk Q = 6 unit maka   AR = 16 – 2(6) = 16 – 12 = 4
Jadi jika diproduksi sebanyak 6 unit, penerimaan rata-ratanya = 4

3.   Fungsi Utilitas

Utilitas Total      TU = f(Q)                     Utilitas Marjinal = MU = TU’ = f’(Q)
Dengan demikian, Utilitas Total (TU) merupakan integral dari Utilitas Marjinal (MU) yaitu :

TU = MU

dQ  f '(Q ) dQ

Sama halnya dengan Penerimaan total, Fungsi Utilitas Total tidak terdapat Utilitas Tetap karena tidak akan ada kepuasan atau utilitas yang diperoleh seseorang jika tidak ada barang yang dikonsumsi.

Contoh :
Tentukan persamaan Utilitas Total jika diketahui Utilitas Marjinalnya MU = 90 – 10Q. Tentukan pula Utilitas
total jika diproduksi sebanyak 11 unit.
Penyelesaian :
Utilitas Total      UT = MU dQ
UT =  (90 – 10Q) dQ UT = 90Q – 5Q2
Untuk Q = 11 unit maka               UT = 90(11) – 5(11)2
UT = 990 – 605 = 385
Jadi jika diproduksi sebanyak 11 unit diperoleh utilitas total = 385

4.   Fungsi Produksi

Produksi Total   P = f(X)                dimana P = keluaran dan X = masukan
Produk Marjinal MP = P’ = f’(X)

Produk Total merupakan Integral dari Produk Marjinal



Contoh :

P =  MP

dX  f '(X ) dx
Produk Marjinal suatu perusahaan diketahui MP = 18X – 3X2. Tentukan :
a.    Persamaan Produk Total
b.   Persamaan Produk Rata-rata

Penyelesaian :
Produk Total                    P = MP dX
P =  (18X – 3X2)  dX P = 9X2 – X3

(c = 0 sebab tidak akan ada produksi yang dihasilkan jika tidak ada bahan yang diolah)


Produk Rata-rata            AP =   P  X


AP = (9X2 – X3) / X = 9X – X2




5.   Fungsi Konsumsi dan Fungsi Tabungan
Dalam  konsep  ekonomi,  pendapatan  (Y)   pertama-tama digunakan  untuk  memenuhi  kebutuhan  atau konsumsi (C), dan selebihnya ditabung atau saving (S) sehingga dapat dituliskan Pendapatan = Konsumsi + Tabungan.

a.    Fungsi Konsumsi

Jadi Y = C + S
Pada awalnya bisa jadi pendapatan Y lebih kecil dari konsumsi C. Artinya walaupun belum punya
pendapatan tetapi manusia tetap harus memenuhi kebutuhan sehingga tetap melakukan konsumsi. Kondisi dimana besarnya konsumsi pada saat pendapatan sama dengan nol (Y=0) disebut  konsumsi otonom.
Dan setiap ada kenaikan pendapatan dapat dipastikan konsumsi juga meningkat.
Perbandingan antara besarnya perubahan konsumsi (ΔC) dengan perubahan Pendapatan (ΔY) yang mengakibatkan adanya perubahan konsumsi tersebut dinamakan dengan Marginal Properity to Consume (MPC)

Dari keterangan di atas maka fungsi konsumsi dapat dituliskan sebagai   C = a + MPC Y
a = konsumsi otonom (autonomous consumption)
MPC (Marginal Properity to Consume) dapat ditentukan dengan
MPC = C’ =  dC 
dY
Berdasar kaidah integrasi, maka Fungsi Konsumsi (C) merupakan integral dari MPC.

C =  MPC dY + k

k = a (konsumsi otonom/autonomus consumption/konsumsi minimum jika Y = 0)

b.   Fungsi Tabungan

Dari fungsi Pendapatan (Y = C + S) dan fungsi konsumsi (C = a + bY) maka : S = Y – C
S= Y – a – bY = Y– (a+ bY) S 
S = –a + Y– bY
S = –a + (1 – b)Y
Hasrat untuk Menabung/Marginal Properity to Save (MPS) merupakan turunan pertama dari fungsi tabungan S.   Sehingga :

MPS = S’ = dS  = (1 – b)
dY

Berdasar kaidah integrasi, maka Fungsi Tabungan (S) merupakan integral dari MPS.

S =  MPS dY + k

k = – a (tabungan otonom/autonomus Saving/tabungan negatif[dissaving] jika pendapatan Y = 0)

Catatan :
Autonomus saving = – autonomus consumption
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Berdasar kaidah integrasi, maka Fungsi Konsumsi (C) merupakan integral dari MPC.
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Contoh :

1.   Jika kecenderungan konsumsi marginal (MPC) = 0,8 dan komsumsi miminum = Rp 15 Milyar  pada saat pendapatan Y=0. Cari fungsi konsumsinya.
Penyelesaian :

C =  MPC dY C =  0,8 dY
C = 0,8Y + k
Karena k = 15M maka           C = 0,8 Y + 15 Milyar

2.   Diketahui konsumsi minimumnya Rp 30M dan MPC = 0,6. Tentukan a.    Fungsi Konsumsi
b.   Fungsi Tabungan
Penyelesaian :
a.    MPC = b = 0,6
Konsumsi otonom = a = 30M
Fungsi Konsumsi =          C =  MPC dY C =  0,6 dY
C = 0,8Y + 30M

b.   MPS = (1 – b) = 1 – 0,6 = 0,4
Tabungan otonom = –a = – 30M Fungsi Tabungan =         S =  MPS dY
S =  0,4 dY
S = 0,4Y – 30M
Jadi Y = C + S 
Pada awalnya bisa jadi pendapatan Y lebih kecil dari konsumsi C. Artinya walaupun belum punya
pendapatan tetapi manusia tetap harus memenuhi kebutuhan sehingga tetap melakukan konsumsi. Kondisi dimana besarnya konsumsi pada saat pendapatan sama dengan nol (Y=0) disebut  konsumsi otonom.
Dan setiap ada kenaikan pendapatan dapat dipastikan konsumsi juga meningkat.
Perbandingan antara besarnya perubahan konsumsi (ΔC) dengan perubahan Pendapatan (ΔY) yang mengakibatkan adanya perubahan konsumsi tersebut dinamakan dengan Marginal Properity to Consume (MPC)

Dari keterangan di atas maka fungsi konsumsi dapat dituliskan sebagai berikut : C = a + MPC Y
a = konsumsi otonom (autonomous consumption)
MPC (Marginal Properity to Consume) dapat ditentukan dengan
MPC = C’ =  dC 
dY
Berdasar kaidah integrasi, maka Fungsi Konsumsi (C) merupakan integral dari MPC.

C =  MPC dY + k
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S = Y – (a + bY) S = Y – a – bY
S = –a + Y– bY
S = –a + (1 – b)Y
Hasrat untuk Menabung/Marginal Properity to Save (MPS) merupakan turunan pertama dari fungsi tabungan S.   Sehingga :

MPS = S’ = dS  = (1 – b)
dY

Berdasar kaidah integrasi, maka Fungsi Tabungan (S) merupakan integral dari MPS.

S =  MPS dY + k

k = – a (tabungan otonom/autonomus Saving/tabungan negatif[dissaving] jika pendapatan Y = 0)

Catatan :
Autonomus saving = – autonomus consumption
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